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ВВЕДЕНИЕ 
 

Расчет статически  неопределимых  стержневых систем является важным 
разделом при изучении дисциплины «Строительная механика». Связано это с 
тем, что статически неопределимые системы  широко  представлены  в различ-
ных конструкциях.  Однако  если в  статически определимых системах для оп-
ределения внутренних силовых  факторов  достаточно уравнений статического 
равновесия,  то в статически неопределимых системах найти значения внутрен-
них силовых факторов без  дополнительных уравнений уже невозможно. 

Статически неопределимая система имеет  определенное  количество лиш-
них связей,  которые определяют степень статической неопределимости систе-
мы. Расчет статически неопределимых стержневых систем может  осуществ-
ляться  различными методами,  суть которых заключается в поиске дополни-
тельных уравнений, которые вместе  с уравнениями статического  равновесия  
полностью  позволяют решить поставленную задачу.  В практике расчета ста-
тически неопределимых систем наиболее распространены метод сил и метод 
перемещений. 

Данные методические  указания  излагают  основные положения расчета 
плоских  статически неопределимых стержневых систем методом перемеще-
ний.  Рассмотрены примеры  расчета статически неопределимой плоской рамы. 

Методические указания могут быть использованы для  самостоятельной 
работы студентов, при выполнении расчетно-проектировочных работ, кон-
трольных заданий, проведении практических занятий. 

 
1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ РАСЧЕТА СТАТИЧЕСКИ 
     НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМ МЕТОДОМ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ  
 

При использовании метода сил расчет статически неопределимых систем 
основывается на том, что определяется степень статической неопределимости, 
отбрасываются «лишние» связи и их действие заменяется неизвестными реак-
циями связей. Далее составляются канонические уравнения метода сил, опре-
деляются коэффициенты и свободные члены канонических уравнений. Решение 
канонических уравнений позволяет найти неизвестные реакции отброшенных 
лишних связей и уже традиционным методом перейти к расчету эквивалентной 
статически определимой системы. 

При использовании метода перемещений задача решается иначе: в задан-
ную систему для построения основной системы вводятся дополнительные уг-
ловые и линейные связи, которые компенсируются соответствующими пока не-
известными угловыми и линейными перемещениями. Далее составляются 
уравнения, из которых определяются неизвестные угловые и линейные пере-
мещения. Затем по установленным угловым и линейным перемещениям опре-
деляются соответствующее им распределение внутренних сил. Принимая пере-
мещения за неизвестные, пренебрегают влиянием продольных и поперечных 
сил на деформацию стержней, учитывая лишь деформацию изгиба. 
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В стержневых системах (рамах) углы поворота и линейные перемещения 
концов стержней, жестко соединенных в узле, равны между собой. Поэтому за 
неизвестные при расчете статически неопределимых систем методом переме-
щений принимаются углы поворота жестких узлов и линейные перемещения 
узлов стержневой системы. 

 

1.1. Кинематический анализ 
При кинематическом анализе статически неопределимой стержневой сис-

темы устанавливается общее число n неизвестных угловых и линейных пере-
мещений узлов стержневой системы, подлежащих определению.  Общее число 
неизвестных угловых и линейных перемещений узлов стержневой системы n, 
определяет степень кинематической неопределимости стержневой системы. 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
n = nу + nл ,                                                  (1.1) 

где nу – число неизвестных углов поворота жестких узлов, nл – число неизвест-
ных линейных перемещений узлов. 

За жесткий узел принимаются: сопряжения двух или нескольких стержней, 
в которых нет сквозного шарнира; сопряжения двух или нескольких стержней, 
в которых расположен присоединенный шарнир. В число жестких узлов не 
входят узлы с известными по условию задания перемещениями – жесткие за-
крепления и узлы с заданными перемещениями. 

На рис. 1 изображены заданная схема плоской рамы (рис. 1, а) и схема для 
определения числа жестких узлов (рис. 1, б). Таких узлов в плоской раме шесть 
(на рис. 1, б жесткие узлы обозначены затененными квадратиками), т. е. nу = 6. 
Так как линейные перемещения узла возникают из-за изгибных деформаций в 
стержневой системе, то, пренебрегая продольными деформациями, можно счи-
тать, что равны между собой линейные перемещения узлов 1 и 6, 2 и 5, 3 и 4,     
т. е. неизвестных линейных перемещений узлов всего 3 (nл =3). 

 

                                                                     
                                                                  а)                                                                   б) 

Рис. 1. Схема плоской рамы: а) заданная схема;  б) схема для определения 
числа жестких узлов  

 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 6 + 3 = 9. 
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На рис. 2 изображены заданная схема плоской рамы со сквозными шарни-
рами (рис. 2, а) и схема для определения числа жестких узлов (рис. 2, б). Таких 
узлов в плоской раме четыре (на рис. 2, б жесткие узлы обозначены затененны-
ми квадратиками), т. е. nу = 4. Так как линейные перемещения узла возникают 
из-за изгибных деформаций в стержневой системе, то, пренебрегая продольны-
ми деформациями, можно считать, что равны между собой линейные перемеще-
ния узлов 1 и 6, 2 и 5, 3 и 4,  т. е. неизвестных линейных перемещений узлов все-
го 3 (nл =3). 

                          
                                              а)                                                                   б) 

Рис. 2. Схема плоской рамы со сквозными шарнирами: а) заданная схема;  б) схема для 
определения числа жестких узлов 

 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 4 + 3 = 7. 
 

На рис. 3 изображены заданная схема плоской рамы со сквозными и при-
соединенными шарнирами (рис. 3, а) и схема для определения числа жестких 
узлов (рис. 3, б). Таких узлов в плоской раме четыре (на рис. 3, б жесткие узлы 
обозначены затененными квадратиками), т. е. nу = 4. Так как линейные переме-
щения узла возникают из-за изгибных деформаций в стержневой системе, то, 
пренебрегая продольными деформациями, можно считать, что равны между со-
бой линейные перемещения узлов 1 и 6, 2 и 5, 3 и 4,  т. е. неизвестных линейных 
перемещений узлов всего 3 (nл =3). 

                       
                                            а)                                                          б) 

 

Рис. 3. Схема плоской рамы со сквозными и присоединенными шарнирами: а) заданная 
схема;  б) схема для определения числа жестких узлов 



 7

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 4 + 3 = 7. 
На рис. 4 изображены заданная схема плоской рамы со сквозными шарни-

рами (рис. 4, а) и схема для определения числа жестких узлов (рис. 4, б). Таких 
узлов в плоской раме четыре (на рис. 4, б жесткие узлы обозначены затененны-
ми квадратиками), т. е. nу = 4. Так как линейные перемещения узла возникают 
из-за изгибных деформаций в стержневой системе, то, пренебрегая продольны-
ми деформациями, можно считать, что равны между собой линейные перемеще-
ния узлов 1 и 6; 7, 2, 5 и 8; 3 и 4,  т. е. неизвестных линейных перемещений уз-
лов всего 3 (nл =3). 

 

                        
                                     а)                                                                                     б) 

Рис. 4. Схема плоской рамы со сквозными шарнирами: а) заданная схема;  б) схема для 
определения числа жестких узлов 

 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 4 + 3 = 7. 
 
1.2. Построение основной системы 
 

При расчете статически неопределимой плоской рамы методом перемеще-
ний рассматриваемая стержневая система, которую будем называть заданной, 
представляется в виде совокупности однопролетных статически неопределимых 
балок. Достигается это введением дополнительных угловых и линейных связей 
на соответствующие неизвестные угловые перемещения «жестких» узлов и не-
известные линейные перемещения узлов. Получаемая в результате этого стерж-
невая система называется основной системой метода перемещений. 

На рис. 5, а приведена  заданная стержневая система – статически неопре-
делимая плоская рама. Рама имеет всего один жесткий узел (nу = 1). Так как ли-
нейные перемещения узла возникают из-за изгибных деформаций в стержневой 
системе, то, пренебрегая продольными деформациями, можно считать, что рав-
ны между собой линейные перемещения узлов 1 и 2,  т. е. неизвестных линей-
ных перемещений узлов всего 1 (nл =1). 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 1 + 1 = 2. 



 8 

                
                          а)                                          б)                                             в) 
Рис. 5. Расчетные схемы плоской рамы: а) заданная система;  б) схема для определения 

числа жестких узлов;  в) основная система 
 

На жесткий узел наложим связь типа жесткого защемления (рис. 5, в), по-
вернув эту связь на неизвестный пока угол z1. На линейное перемещение узлов 1 
и 2 наложим связь типа шарнирно-подвижной опоры и зададим этой опоре не-
известное пока линейное перемещение z2. В результате мы получим основную 
систему (рис. 5, в). 

Неизвестные перемещения z1 и z2 должны быть такими, чтобы в основной 
системе моменты и силы во введенных связях были равны нулю: 

 

1R  = 0,    2R  = 0, 
где 1R , 2R  – реакции введенных связей (для схемы на рис. 5 1R –  реакция связи 
в виде момента,  2R –  реакция связи в виде силы). 

Основная система представляет совокупность однопролетной статически 
неопределимой балки 0-1 с опорами типа «жесткая заделка», однопролетной 
статически неопределимой балки 1-2 с опорой типа «жесткая заделка» и шар-
нирно-неподвижной опорой,  однопролетной статически неопределимой балки 
3-2 с опорой типа «жесткая заделка» и шарнирно-подвижной опорой. 

Рассмотрим возможные схемы нагружения однопролетных статически не-
определимых балок, возникающие при этом опорные реакции и изгибающие 
моменты в поперечных сечениях балки. 

 
1.3. Схемы нагружения однопролетных статически неопределимых  

балок 
 

Достоинством метода перемещений является то, что при представлении ос-
новной системы в виде совокупности однопролетных статически неопредели-
мых балок для каждой из этих балок можно воспользоваться имеющимися таб-
личными данными для определения опорных реакций и построенными уже 
эпюрами изгибающих моментов в поперечных сечениях балки.  

Эти сведения получены путем решения простейших схем нагружения одно-
пролетных статически неопределимых балок на основе использования метода 
сил. Покажем процедуру получения таких данных на примере расчета однопро-
летной статически неопределимой балки с жестким защемлением и шарнирной 
опорой, загруженной моментом. 

Схема однопролетной статически неопределимой балки с жестким защем-
лением и шарнирной опорой, загруженной моментом, представлена на рис. 6. 
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                                              а)                                                                  б) 
Рис. 6. Схема однопролетной статически неопределимой балки с жестким защемлением 

и шарнирной опорой, загруженной моментом: а) балка с шарнирно-подвижной 
опорой;  б) балка с шарнирно-неподвижной опорой 

 

Однопролетная статически неопределимая балка, представленная на рис. 6, 
а, имеет одну лишнюю связь; а балка, представленная на рис. 6, б, имеет две 
лишних связи. По методу сил лишние связи отбрасываются, а их действие за-
меняется неизвестными реакциями связей, число которых равно числу лишних 
связей.  

Схемы однопролетных балок с заменой лишних связей соответствующими 
реакциями представлены на рис. 7. 

                     
                                           а)                                                                   б) 
Рис. 7. Схемы однопролетных балок с заменой лишних связей соответствующими реакциями: 

а) схема балки с заменой шарнирно-подвижной опоры реакцией Х1;  б) схема балки с 
заменой шарнирно-неподвижной опоры реакцией Х1 и Х2 

 

Так как мы пренебрегаем продольными деформациями по сравнению с из-
гибными, то реакцию Х2 для балки, представленной на рис. 7, б, можно не учи-
тывать. В дальнейшем для балок с жестким защемлением и  шарнирной опорой 
будем ограничиваться учетом только вертикальной составляющей реакции – 
реакцией Х1. 

Так как в сечении В имелась связь в виде шарнирно-подвижной опоры, то 
значение реакции Х1 должно быть таким, чтобы перемещение точки приложе-
ния силы Х1 в направлении действия этой силы было равно нулю: 

 

рХ 11111 ∆+⋅=∆ δ  = 0,                                             (1.2) 
 

где 111 Х⋅δ  – перемещение точки В от действия силы Х1; 11δ – перемещение 
точки В от действия единичной силы, приложенной к балке (рис. 8, а);  р1∆ – 
перемещение точки В от действия заданных сил, приложенных к балке (в на-
шем случае от действия момента М, рис. 8, б). 

Из равенства  рХ 1111 ∆+⋅δ  = 0 следует, что 

11

1
1 δ

рХ
∆

−= . 
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Значения 11δ  и р1∆ определим, построив эпюры изгибающих моментов для 
схем нагружения балок (эпюры представлены на рис. 8, в, г).  

                    
                                       а)                                                           б) 

                   
                                               в)                                                            г) 
Рис. 8. Схемы нагружения балки: а) схема нагружения балки единичной силой;  б) схема          

нагружения балки моментом М;  в) эпюра изгибающего момента 1М  от действия на бал-
ку единичной силы; г) эпюра изгибающего момента от действия на балку момента М 

 

Для определения 11δ  и р1∆  вычислим соответствующие интегралы Мора: 
EJ 11δ = ∫ ⋅

l
dxMM 11 ;        EJ р1∆  = ∫ ⋅

l
р dxMM 1 ,                   (1.3) 

где EJ – изгибная жесткость поперечных сечений балки, Е – модуль упругости 
1-го рода материала балки, J – главный осевой момент инерции поперечного 
сечения. 

Используя способ Верещагина для вычисления интегралов Мора, находим 

EJ 11δ = lll
3
2

2
1

⋅⋅  = 3

3
1 l ;            EJ р1∆  = 

2
vllulM +

⋅⋅ . 

Тогда 
11

1
1 δ

рХ
∆

−=  = – 3

3
2

l vlM ul
l

+
⋅ ⋅ ⋅  = 

l
vMu )1(

2
3 +
⋅ .    Учитывая, что vu −=1 , 

получим  1X  = 
l

vM )1(
2
3 2−
⋅ . Так как  1X  = RB, то можно записать, что 

RB = 
l

vM )1(
2
3 2−
⋅ . 

Определим теперь опорную реакцию RА и изгибающие моменты в попе-
речных сечениях для  балки, схема нагружения которой представлена на рис. 9. 

                   
                                            а)                                                                   б) 
Рис. 9. Схема нагружения балки и возникающие при этом опорные реакции и изгибающие 

моменты в поперечных сечениях 
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Из условия равновесия вида ∑ iY  = 0, следует 

RB – RА = 0,  откуда  RА = RB = 
l

vM )1(
2
3 2−
⋅ . 

На участке балки ulx ≤≤0  изгибающий момент zM  равен 

zM  = MxlRB −−⋅ )( = 
l

vM )1(
2
3 2−
⋅ Mxl −−⋅ )( ,     ulx ≤≤0 ; 

zM  = МА = )31(
2

)1(
2
3 22 vMMvM −=−−⋅       при х = 0; 

zM  = СМ ′  = MvlRB −⋅ = 
l

vM )1(
2
3 2−
⋅ Mvl −⋅ = 

2
М ]2)1(3[ 2 −− vv    при х = ul .  

На участке балки lxul ≤≤  изгибающий момент zM  равен 

zM  = )( xlRB −⋅ = 
l

vM )1(
2
3 2−
⋅ )( xl −⋅ ,      lxul ≤≤ ; 

zM  = СМ ′′  = vlRB ⋅ = 
l

vM )1(
2
3 2−
⋅ vl⋅ = )1(

2
3 2vMv −     при х = ul ; 

zM  = 0   при х = l. 
Возникающие опорные реакции и изгибающие моменты в поперечных се-

чениях балки показаны на рис. 9, б. 
Аналогично определяются опорные реакции и изгибающие моменты в по-

перечных сечениях балок, испытывающих другие виды нагружения. Схемы 
нагружения однопролетных статически неопределимых балок и возникающие 
при этом опорные реакции и изгибающие моменты в поперечных сечениях 
приведены в таблице 1. 

 
Таблица 1 

Схемы нагружения однопролетных статически неопределимых балок и возникающие 
при этом опорные реакции и изгибающие моменты в поперечных сечениях  
 

Схемы нагружения Опорные реакции и эпюры 
изгибающих моментов 

Расчетные формулы 
 
 

 
1     

 

 

MA = Pl·u v2; 
 

MB = Pl·u2 v; 
 

MС = 2Pl·u2v2; 
 

RA = Pv2· (1 + 2u); 
 

RB = Pu2· (1 + 2v); 

 
 

2     

 

 

 

MA = –(Pl/2)·v(1 – v2); 
 

MС = (Pl/2)·uv(3 – u); 
 

RA = (Pv/2)· (3 – v2); 
 

RB = (Pu2/2)· (3 – u); 
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3     

 

 

 
MA = MB = ql2/12; 
 
RA = RB = ql/2 

 

      
4 

 

 

 
MA = ql2/8; 
 
RA = 5ql/8;       
 
RB = 3ql/8 

 

       
 
 
5 

 

 

 

MA = Mv(2 –3u); 
 

MB = Mu(2 –3u); 
 

CM ′  = M[1 – u(6v2 + 3u – 2)]; 
 

CM ′′  = M u(6v2 + 3u – 2); 

RA = RB = 6 uv
l

M
⋅  

 

 

      
 
6 

 
 

 

MA = )31(
2

2vM
− ; 

CM ′  = )]1(
2
31[ 2vvM −− ; 

CM ′′  = )1(
2
3 2vМv − ; 

RA = RB = lvМ /)1(
2
3 2−  

 

      
 

7   

 

 

MA = Pl·u v2; 
 

MB = Pl·u2 v; 
 

MС = 2Pl·u2v2; 
 

RA = Pv2· (1 + 2u); 
 

RB = Pu2· (1 + 2v); 
 

      
8 

 

 

MA = –(Pl/2)·v(1 – v2); 
 

MС = (Pl/2)·uv(3 – u); 
 

RA = (Pv/2)· (3 – v2); 
 

RB = (Pu2/2)· (3 – u); 

 

9        

 

 

 
MA = MB = ql2/12; 
 
RA = RB = ql/2 
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10 

 
 

 

 
 
MA = ql2/8; 
 
RA = 5ql/8;       
 
RB = 3ql/8 

 

     
 
 
11 

 

 

 

MA = Mv(2 –3u); 
 

MB = Mu(2 –3u); 
 

CM ′  = M[1 – u(6v2 + 3u – 2)]; 
 

CM ′′  = M u(6v2 + 3u – 2); 

RA = RB = 6 uv
l

M
⋅  

 

      
 
 
12 

 

 

 

MA = )31(
2

2vM
− ; 

CM ′  = )]1(
2
31[ 2vvM −− ; 

CM ′′  = )1(
2
3 2vМv − ; 

RA = RB = lvМ /)1(
2
3 2−  

 
 
 

   
 
 
13 

 
 
 

 

 

MA = )]35(1[
12
1 22 uvuql −+ ; 

MB = )34(
12
1 32 uuql − ; 

МС = )136(
12
1 232 −+ vvuql ; 

RA = )]2(2[
2
1 2 uuql −− ; 

RB = )]2(
2
1 3 uqlu −  

 
 

   
 
 
 

14   

 
 
 

 

MВ = )]35(1[
12
1 22 vuvql −+ ; 

MА = )34(
12
1 32 vvql − ; 

МС = )136(
12
1 232 −+ uuvql ; 

RВ = )]2(2[
2
1 2 vvql −− ; 

RА = )]2(
2
1 3 vqlv −  
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15 

 

 

MА = )4(
8
1 222 uvuql + ; 

МС = )4(
8
1 32 uvuql − ; 

RА = )]4(8[
8
1 2 uuql −− ; 

RВ = 31 (4 )
8

qlu u−  

    

 
 

16 

 
 

 

MА= ]14)13(3[
8
1 22

v
uuvvql +

−+ ;

RВ = )4(
8
3 22 vuvqlv +  

МС = 2)(
2
1 vlqlRB −⋅  

RА = BRql −  

 
Опорные реакции и изгибающие моменты в поперечных сечениях балки 

могут возникнуть не только в результате нагружения балки внешними силами, 
но из-за угловых и линейных перемещений опор балки. Покажем это на кон-
кретном примере балки, схема которой изображена на рис. 10, а.  

 
                                                   а)                                                   б) 
Рис. 10. Схема однопролетной балки с жестким защемлением и шарнирной опорой: а) схема 

балки;  б) схема перемещения шарнирно-подвижной опоры 
 

Отбросим лишнюю связь и ее действие заменим неизвестной реакцией свя-
зи Х1 (рис. 11, а).  

                   
                                             а)                                                                       б) 
Рис. 11. Схема перемещения опоры балки и эпюра изгибающего момента:  а) схема однопро-

летной балки с заменой лишней связи реакцией Х1;  б) эпюра изгибающего момента 

1М  от действия на балку единичной силы 
 

Перемещение точки В от действия заданных сил, приложенных к балке, 
равно нулю  ( р1∆ = 0), так как заданные силы отсутствуют. Значение реакции Х1 
должно быть таким, чтобы перемещение  точки В от действия силы Х1 было 
равно В∆ , т. е.  1∆ (Х1) = В∆ . Но 1∆ (Х1) = 111 Х⋅δ . Тогда имеем  равенство  

 

111 Х⋅δ  = В∆ ,  откуда   Х1 = В∆ / 11δ , 



 15

где 111 Х⋅δ  – перемещение точки В от действия силы Х1; 11δ – перемещение точ-
ки В от действия единичной силы, приложенной к балке (рис. 11, б). 

Для определения 11δ  вычислим соответствующий интеграл Мора: 
 

EJ 11δ = ∫ ⋅
l

dxMM 11 ,         

где EJ – изгибная жесткость поперечных сечений балки, Е – модуль упругости 
1-го рода материала балки, J – главный осевой момент инерции поперечного 
сечения. 

Используя способ Верещагина для вычисления интеграла Мора, находим 

EJ 11δ = lll
3
2

2
1

⋅⋅  = 3

3
1 l ;       11δ  = 3

3
1 l
EJ

. 

Так как  Х1 = В∆ / 11δ , то  

Х1 = Bl
EJ

∆⋅3
3 ,     BR  = Х1 = Bl

EJ
∆⋅3

3 . 

Реакция АR  в опоре А (из условия равновесия в виде 0i yР =∑ ) равна  BR : 

АR  = BR  = Х1 = Bl
EJ

∆⋅3
3 . 

Момент МА в опоре А (из условия равновесия в виде ∑ = 0)( iA PM )  равен 

МА = lRB ⋅  = Bl
EJ

∆⋅2
3 . 

Если перемещение В∆ = 1, то имеем соответствующие значения реакций 
АR′ , BR′  и АМ ′  (рис. 12, а) от единичного перемещения: 

АR′  = BR′  = 3
3
l
EJ ,     АМ ′ = 2

3
l
EJ . 

                 
                                          а)                                                                           б) 
Рис. 12. Схема перемещения опоры балки и возникающие при этом опорные реакции                

изгибающие моменты в поперечных сечениях   
 

Изгибающий момент в поперечных сечениях при единичном перемещении 
В∆ = 1 определяется как 

zM ′  = – АМ ′  + АR′ х⋅  = – 2
3
l
EJ (1 – 

l
x ),         lx ≤≤0 . 

Эпюра изгибающего момента zM ′  в поперечных сечениях при единичном пере-
мещении представлена на рис. 12, б. 

Значения опорных реакций и момента от действительного перемещения 
В∆  равны 

АR  = АR′ B∆⋅ ,       BR  = BR′ B∆⋅ ,      МА = АМ ′ B∆⋅ . 
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Изгибающий момент в поперечных сечениях от действительного переме-
щения В∆  определяется как 

zM  = zM ′ B∆⋅  = – 2
3
l
EJ (1 – 

l
x ) B∆⋅ ,         lx ≤≤0 . 

 

Схемы единичных перемещений опор однопролетных статически неопре-
делимых балок и возникающие при этом опорные реакции и изгибающие мо-
менты в поперечных сечениях приведены в таблице 2. 

 
Таблица 2 

Схемы единичных перемещений опор однопролетных статически неопределимых ба-
лок и возникающие при этом опорные реакции и изгибающие моменты в поперечных 
сечениях  
 

Схемы единичных            
перемещений опор 

Опорные реакции и эпюры 
изгибающих моментов 

Расчетные формулы 
 

 
1     

 

 

 

АМ ′ = 
2

3
l
EJ , 

 

АR′  = BR′  = 
3

3
l
EJ  

 

 
2 

 

 

 

АМ ′ =  ВМ ′  = 
2

6
l
EJ , 

 

АR′  = BR′  = 
3

12
l
EJ  

 

 
3 

 

 

 

АМ ′ = 
l
EJ3 , 

 

АR′  = BR′  = 
2

3
l
EJ  

 

 
 

4 

 

 

 

АМ ′ = 
l
EJ4 ,        

ВМ ′ = 
l
EJ2 , 

АR′  = BR′  = 
2

6
l
EJ  

 
 

 
5 

 
 

 

 

АМ ′ = 
2

3
l
EJ , 

 

АR′  = BR′  = 
3

3
l
EJ  
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6 

 

 

 

АМ ′ =  ВМ ′  = 
2

6
l
EJ , 

 

АR′  = BR′  = 
3

12
l
EJ  

 

 
7 

 

 

 

ВМ ′  = 
l
EJ3 , 

 

АR′  = BR′  = 
2

3
l
EJ  

 

 
8 

 

 

ВМ ′  = 
l
EJ4 ,        

АМ ′  = 
l
EJ2 , 

АR′  = BR′  = 
2

6
l
EJ  

 
 

1.4. Канонические уравнения метода перемещений 
При расчете статически неопределимой плоской рамы основная система 

отличается от заданной наличием дополнительных связей в узлах, препятст-
вующих их угловым и линейным перемещениям, и появлением опорных реак-
ций в виде моментов и сил во введенных связях. 

Эти реакции можно обратить в нуль, если заделки в узлах повернуть на уг-
лы, равные действительным поворотам узлов, и дать линейные перемещения 
линейным связям, равным действительным линейным перемещениям узлов. 

Тогда для каждого узла, к которому приложены те или иные связи, можно 
записать равенство нулю реакций связи в виде 
 

R1 = 0,    R2 = 0,     R3 = 0, …..,  Rn = 0,  
 

где R1, R2, …, Rn – реакции во введенных дополнительных связях. 
Число таких уравнений соответствует степени кинематической неопреде-

лимости заданной стержневой системы, т. е. числу введенных связей или числу 
неизвестных перемещений введенных связей. Пользуясь принципом независи-
мости действия различных воздействий, можем записать 

 

R1 = R11 + R12 + . . . +  R1n + R1р = 0, 
 

R2 = R21 + R22 + . . . +  R2n + R2р = 0, 
 

R3 = R31 + R32 + R33 +. . . +  R3n + R 3р = 0,                            (1.4)         
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

 

Rn = R n 1 + R n 2 + R n 3 +. . . +  R n n + R n р = 0. 
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Первый индекс указывает номер связи и ее направление. Второй индекс указы-
вает на то воздействие, которое является причиной появления реакции. Слагае-
мые R1р, R2р, R3р, . . ., R nр – реакции в 1-й, 2-й и т. д. связях, вызванных действи-
ем нагрузки. 

По закону Гука при упругом деформировании каково перемещение, такова 
и сила. Поэтому 

 

R11 = 111 zr ⋅ ,   R12 = 212 zr ⋅ ,    R13 = 313 zr ⋅ , . . . .,    R1n = nn zr ⋅1 , 
 

R21 = 121 zr ⋅ ,   R22 = 222 zr ⋅ ,    R23 = 323 zr ⋅ , . . . .,    R2n = nn zr ⋅2 , 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .        (1.5) 

 

Rn1 = 11 zrn ⋅ ,   Rn2 = 22 zrn ⋅ ,    Rn3 = 33 zrn ⋅ , . . . .,    Rnn = nnn zr ⋅ , 
 

где  1z ,  2z ,  3z , . . ., nz  – перемещения связей 1, 2, 3, . . ., n ;       r11, r12, r13, . . ., 
r1n  – реакции в связи 1 от единичных перемещений связей 1, 2, 3, . . ., n ;         
r21, r22, r23, . . ., r2n  – реакции в связи 2 от единичных перемещений связей 1, 2, 3, 
. . ., n ;        r31, r32, r33, . . ., r3n  – реакции в связи 3 от единичных перемещений 
связей 1, 2, 3, . . ., n ;  . . .;    rn1, rn2, rn3, . . ., rnn  – реакции в связи n от единичных 
перемещений связей 1, 2, 3, . . ., n .     

Учитывая равенства (1.5) в уравнениях (1.4), получим систему канониче-
ских уравнений вида 

 

111 zr ⋅  + 212 zr ⋅  + 313 zr ⋅  + . . . + nn zr ⋅1  + R1р = 0, 
 

121 zr ⋅  + 222 zr ⋅  + 323 zr ⋅  + . . . + nn zr ⋅2  + R2р = 0, 
  

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .                   (1.6) 
 

11 zrn ⋅  + 22 zrn ⋅  + 33 zrn ⋅  + . . . + nnn zr ⋅  + Rnр = 0. 
 

Реакции в связи от единичного перемещения можно трактовать как соот-
ветствующую жесткость, так как ее произведение на перемещение iz  дает зна-
чение силы. Реакции r11, r22, r33, . . ., rnn называются главными; реакции               
r12, r13, . . ., r1n и т. д. называются побочными. Побочные реакции типа ikr  и kir  
равны, т. е. ikr  = kir . Следовательно r12 = r21, r13 = r31, . . ., r1n = rn1. 

Если в стержневую систему вводится всего лишь одна дополнительная 
связь, то из системы (1.6) имеем уравнение  

 

111 zr ⋅  + R1р = 0.                                            (1.7) 
 

Если в стержневую систему введены две дополнительных связи, то из сис-
темы (1.6) имеем два уравнения  

 

111 zr ⋅  + 212 zr ⋅  + R1р = 0, 
 

121 zr ⋅  + 222 zr ⋅  + R2р = 0.                                        (1.8) 
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Как было отмечено выше, число таких уравнений соответствует степени 
кинематической неопределимости заданной стержневой системы, т. е. числу 
введенных связей или числу неизвестных перемещений введенных связей. 

Приведенная система канонических уравнений (1.6) должна быть разреше-
на относительно неизвестных перемещений 1z ,  2z ,  3z , . . ., nz . Но для решения 
этой системы уравнений необходимы данные о реакциях в связях от единичных 
перемещений (коэффициентах ikr ) и реакциях в связях, вызванных действием 
нагрузки (свободных членов ipR  канонических уравнений). 

 
1.5. Определение коэффициентов rik и  свободных членов Rip                   

канонических уравнений 
Вначале из заданной стержневой системы строится основная система. Для 

определения коэффициентов и свободных членов системы канонических урав-
нений метода перемещений необходимо предварительно построить эпюры из-
гибающих моментов в основной системе от неизвестных единичных перемеще-
ний (по направлениям введенных закреплений) и от действующей на стержне-
вую систему нагрузки. Построение их производится с помощью табличных 
данных для соответствующих однопролетных балок.  

1.5.1. Плоская рама, степень кинематической неопределимости которой 
равна единице 

Рассмотрим, например, плоскую раму, схема которой изображена на          
рис. 13, а. Рама имеет всего один жесткий узел. На рис. 13, а этот узел обозначен 
как узел 1. Число неизвестных угловых перемещений nу = 1. Так как линейные 
перемещения узла возникают из-за изгибных деформаций в стержневой системе, 
то, пренебрегая продольными деформациями, можно считать, что линейные пе-
ремещения узлов 1 и 2 отсутствуют,  т. е. неизвестных линейных перемещений 
узлов nл = 0. 

                                         
                     а)                                                              б)                                         в) 

Рис. 13. Плоская рама с одной степенью кинематической неопределимости: а) заданная 
система;  б) основная система; в) схема единичного углового перемещения вве-
денной дополнительной связи  

 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 1 + 0 = 1. 
 

На жесткий узел наложим связь типа жесткого защемления (рис. 13, б), по-
вернув эту связь на неизвестный пока угол z1. В результате получим основную 
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систему метода перемещений (рис. 13, б), состоящую из двух однопролетных 
балок. Балка 0 – 1 представляет однопролетную балку с жесткими заделками, 
балка 1 – 2 представляет однопролетную балку с жесткой заделкой и шарнир-
ной опорой. 

Для построения эпюры изгибающего момента и определения опорных ре-
акций при единичном перемещении узла 1 (рис. 13, в) воспользуемся схемой 8 
для балки   0 – 1 и схемой 3 для балки 1 – 2 из таблицы 2.  

 

                     
                                   а)                                                                           б) 

Рис. 14. Эпюра изгибающего момента и опорные реакции при единичном перемещении          
узла 1: а) эпюра изгибающего момента и опорные реакции; б) опорные реакции 

 

На рис. 14, а представлена эпюра изгибающего момента 1М  при единич-
ном перемещении узла 1 ( 1z  = 1). Здесь же на схеме изображены опорные реак-
ции в жесткой заделке (узел 0) и в шарнирно-неподвижной опоре (узел 2) при 
единичном перемещении узла 1.  

Заметим, что для балки 0 – 1 опорный момент ( 0М )1 соответствует момен-

ту АМ ′  = 
l
EJ2

 на схеме 8 таблицы 2 ( bal += ), опорная реакция ( 0H )1 соответ-

ствует реакции АR′  =  2
6
l
EJ

 на схеме 8 таблицы 2, опорная реакция (Н2)1 соот-

ветствует реакции BR′  = 
2

6
l
EJ  на схеме 8 таблицы 2. Для опорных реакций 

( 0М )1, ( 0H )1, (Н2)1 первый индекс обозначает узел, где возникает реакция. Вто-
рой индекс обозначает, что опорная реакция вызвана единичным перемещени-
ем узла 1.  

Для балки 1 – 2 опорная реакция ( 2V )1 при длине пролета равным с соот-
ветствует реакции BR′  = 

2
3
с
EJ  на схеме 3 таблицы 2. 

На рис. 14, а изображена опорная реакция 11r  во введенной дополнитель-
ной связи на узел 1. 

Таким образом для схемы на рис. 14, а опорные реакции равны: 
 

( 0М )1 = 
l
EJ2 ,    ( 0H )1 = 

2
6
l
EJ ,    (Н2)1 = 

2
6
l
EJ ,    ( 2V )1 = 

2

3
с
EJ .            (1.9) 
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Неизвестными опорными реакциями для схемы на рис. 14, а остались реак-
ция ( 0V )1 и опорная реакция 11r  во введенной дополнительной связи на узел 1. 

На рис. 14, б представлена схема плоской рамы с действующими на нее 
опорными реакциями при единичном угловом перемещении узла 1. Для опре-
деления опорной реакции ( 0V )1 воспользуемся уравнением равновесия для пло-
ской системы сил в виде равенства нулю суммы проекций сил на вертикальную 
ось (полагаем, что это ось у): 

 

∑ iY  = 0,   ( 2V )1 + ( 0V )1 = 0, откуда ( 0V )1 = – ( 2V )1 = – 
2

3
с
EJ .         (1.10) 

Для определения опорной реакции 11r  во введенной дополнительной связи 
на узел 1 можно рассмотреть либо условие равновесия плоской рамы, либо ус-
ловие равновесия узла 1. 

Из  условия равновесия плоской рамы в виде равенства нулю суммы мо-
ментов сил относительно точки 0 следует 

 

∑ )(0 iPM = 0,      – ( 0М )1 – 11r  + ( 2H )1 l⋅  + ( 2V )1 с⋅  = 0, откуда 

 

11r  = ( 2H )1 l⋅  + ( 2V )1 с⋅  – ( 0М )1 = 
2

6
l
EJ l⋅  + 

2

3
с
EJ с⋅  – 

l
EJ2 , 

11r  = 
l
EJ4  + 

с
EJ3 .                                           (1.11) 

 

Если рассмотреть равновесие узла 1, то необходимо вы-
резать этот узел и представить расчетную схему узла с дей-
ствующими моментами сил в прилегающих к узлу сечениях 
и опорной реакцией 11r  во введенной дополнительной связи 
на узел 1 (рис. 15).  

При угловом перемещении узла условие его равновесия 
следует рассматривать в виде равенства нулю суммы момен-
тов сил, действующих на узел. Так как в прилегающих к узлу 
сечениях балок продольные и поперечные силы моментов не создают, то на 
рис. 15 продольные и поперечные силы изображать не будем, чтобы не загро-
мождать рисунок. Итак, из условия равновесия в виде равенства нулю суммы 
моментов сил, действующих на узел, следует 

 

l
EJ4  + 

с
EJ3  – 11r  = 0, откуда     11r  = 

l
EJ4  + 

с
EJ3 .                  (1.12) 

 

Обратим внимание, что значения  11r , полученные по формулам (1.11) и 
(1.12), одинаковы. 

Для построения эпюры изгибающего момента и определения опорных ре-
акций при действии на балку нагрузки (рис. 13, б) воспользуемся схемой 1 для 
балки   0 – 1 и схемой 4 для балки 1 – 2 из таблицы 1. 

На рис. 16, а представлена эпюра изгибающего момента Мр в поперечных 
сечениях балок 0 – 1 и 1 – 2 от нагрузки. Здесь же на схеме изображены опор-

 
Рис. 15. Моменты 
сил в узле 1 при       

1z  = 1 
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ные реакции в жесткой заделке (узел 0) и в шарнирно-неподвижной опоре  
(узел 2) при действии на балки 0 – 1 и 1 – 2  нагрузки. 

                    
                                       а)                                                                               б) 
Рис. 16.  Эпюра изгибающего момента и опорные реакции при действии на раму нагрузки:   

а) эпюра изгибающего момента и опорные реакции; б) действующая нагрузка и 
опорные реакции 

 
Для балки 0 – 1 опорный момент М0р соответствует моменту МА = Pl·u v2               

на схеме 1 таблицы 1, реакция р0H  соответствует опорной реакции                
RA = Pv2· (1 + 2u) на схеме 1 таблицы 1, реакция Н2р соответствует опорной ре-
акции RB = Pu2· (1 + 2v) на схеме 1 таблицы 1, реакция p2V  соответствует опор-
ной реакции RB = 3qс/8 на схеме 4 таблицы 1. Для опорных реакций М0р, 0H р, 
Н2р, p2V  первый индекс обозначает узел, где возникает реакция. Второй индекс 
обозначает, что опорная реакция вызвана нагрузкой.  

На рис. 16, а изображена опорная реакция p1R  во введенной дополнитель-
ной связи на узел 1. 

Таким образом для схемы на рис. 16, а опорные реакции равны: 
 

М0р = Pl·u v2,   р0H  = = Pv2· (1 + 2u),   Н2р = Pu2· (1 + 2v),    p2V  = 3qс/8.     (1.13) 
 

Неизвестными опорными реакциями для схемы на рис. 16, а остались реакция  
p0V  и опорная реакция p1R  во введенной дополнительной связи на узел 1. 
На рис. 16, б представлена схема плоской рамы с действующими на нее на-

грузкой и опорными реакциями. Для определения опорной реакции 0V р вос-
пользуемся уравнением равновесия для плоской системы сил в виде равенства 
нулю суммы проекций сил на вертикальную ось (полагаем, что это ось у): 

 

∑ iY  = 0,   2V р + 0V р – cq ⋅  = 0,  откуда   0V р = cq ⋅ – 2V р = cq ⋅ – 3qс/8, 

0V р = cq ⋅
8
5

.                                            (1.14) 

Для определения опорной реакции p1R  во введенной дополнительной связи 
на узел 1 можно рассмотреть либо условие равновесия плоской рамы, либо ус-
ловие равновесия узла 1. 



 23

Из  условия равновесия плоской рамы в виде равенства нулю суммы мо-
ментов сил относительно точки 0 следует 

 

∑ )(0 iPM = 0,    0М р  – аP ⋅  + 2H р l⋅  + 2V р с⋅  – 2

2
1 cq ⋅  – p1R  = 0,    

откуда                  p1R  = 0М р  – аP ⋅  + 2H р l⋅  + 2V р с⋅  – 2

2
1 cq ⋅ .                  (1.15)  

Подставляя соответствующие значения для М0р, Н2р и p2V , получим 

p1R  = Pl·u v2 – аP ⋅  + Pu2· (1 + 2v) l⋅  + qc
8
3

с⋅  – 2

2
1 cq ⋅ . 

Данное равенство можно представить в виде 

p1R  = Pl·( vuuuvu ⋅++−⋅ 222 2 ) – 2

8
1 qc .                   

Группируя и преобразовывая слагаемые vuvu ⋅+⋅ 22 2  = )2( uvuv + = )1( uuv +  
и   2uu +− = – )1( uu − = – uv,  получим 

p1R  = Pl· ])1([ uvuuv −+ – 2

8
1 qc  = Pl· 2uv ⋅ – 2

8
1 qc .                 (1.16) 

Более предпочтительным для определения p1R  яв-
ляется подход, связанный с рассмотрением условия рав-
новесия узла 1. Если рассмотреть равновесие узла 1, то 
необходимо вырезать этот узел и представить расчетную 
схему узла с действующими моментами сил в приле-
гающих к узлу сечениях и опорной реакцией p1R  во вве-
денной дополнительной связи на узел 1  (рис. 17).  

При угловом перемещении узла условие его равно-
весия следует рассматривать в виде равенства нулю 
суммы моментов сил, действующих на узел. Так как в 
прилегающих к узлу сечениях балок продольные и по-
перечные силы моментов не создают, то на рис. 17 продольные и поперечные 
силы изображать не будем, чтобы не загромождать рисунок.  

Итак, из условия равновесия в виде равенства нулю суммы моментов сил, 
действующих на узел, следует 

 

2
2

8
1 cq

l
aPb ⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ – p1R  = 0, откуда  p1R  = 2

2

8
1 cq

l
aPb ⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

 

Если учесть, что vlb = ,   u
l
a
= ,   то        

p1R  = 22

8
1 cquvPl ⋅−⋅⋅ .                               (1.17)   

 
 

Рис. 17. Моменты сил  
в узле 1 при действии 

нагрузки
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Обратим внимание, что значения  p1R , полученные по формулам (1.16) и 
(1.17), одинаковы. 

Для рассматриваемой плоской рамы каноническое уравнение метода пере-
мещений имеет вид (1.7) 

111 zr ⋅  + R1р = 0. 

 

Из этого уравнения определяем угловое перемещение узла 1 и для рассматри-
ваемой плоской рамы 
 

11

p1
1 r

R
z −=  = – ( 22

8
1 cquvPl ⋅−⋅⋅ )/(

l
EJ4  + 

с
EJ3 ).                     (1.18) 

1.5.2. Плоская рама, степень кинематической неопределимости которой 
равна двум 

Рассмотрим, плоскую раму, схема которой изображена на рис. 18, а. Рама 
имеет всего один жесткий узел 1 и шарнирно-подвижную опору. Число неиз-
вестных угловых перемещений nу = 1. Так как линейные перемещения узла воз-
никают из-за изгибных деформаций в стержневой системе, то, пренебрегая про-
дольными деформациями, можно считать, что линейные перемещения узлов 1 и 
2 одинаковы,  т. е. неизвестных линейных перемещений узлов nл = 1. 

 

                                                 
                                             а)                                                              б)                 

                
                                       в)                                                             г) 

Рис. 18. Плоская рама, степень кинематической неопределимости которой равна двум:     
а) заданная система;  б) основная система; в) схема единичного углового переме-
щения введенной дополнительной связи в узел 1; г) схема единичного углового 
перемещения введенной дополнительной связи в узел 2 

 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 1 + 1 = 2. 
 

На жесткий узел наложим связь типа жесткого защемления (рис. 18, б), по-
вернув эту связь на неизвестный пока угол z1. В узел 2 введем дополнительную 
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связь, ограничивающую линейные перемещения узлов 1 и 2. Дадим этой связи 
неизвестное пока линейное перемещение 2z . В результате получим основную 
систему метода перемещений (рис. 18, б), состоящую из двух однопролетных 
балок. Балка 0 – 1 представляет однопролетную балку с жесткими заделками, 
балка 1 – 2 представляет однопролетную балку с жесткой заделкой и шарнир-
ной опорой. 

Для построения эпюры изгибающего момента и определения опорных ре-
акций при единичном перемещении узла 1 (рис. 18, в) воспользуемся схемой 8 
для балки   0 – 1 и схемой 3 для балки 1 – 2 из таблицы 2.  

 

                                                         

                                                                             а)                                                                           б) 
 

Рис. 19. Эпюра изгибающего момента и опорные реакции при единичном перемещении          
узла 1: а) эпюра изгибающего момента и опорные реакции; б) опорные реакции 

 

На рис. 19, а представлена эпюра изгибающего момента 1М  при единич-
ном перемещении узла 1 ( 1z  = 1). Здесь же на схеме изображены опорные реак-
ции в жесткой заделке (узел 0) и в шарнирной опоре (узел 2) при единичном 
перемещении узла 1 ( 1z  = 1).  

Заметим, что для балки 0 – 1 опорный момент ( 0М )1 соответствует момен-

ту АМ ′  = 
l
EJ2

 на схеме 8 таблицы 2 ( bal += ), опорная реакция ( 0H )1 соответ-

ствует реакции АR′  =  2
6
l
EJ

 на схеме 8 таблицы 2. Для опорных реакций ( 0М )1, 

( 0H )1 первый индекс обозначает узел, где возникает реакция. Второй индекс 
обозначает, что опорная реакция вызвана единичным перемещением узла 1.  

Для балки 1 – 2 опорная реакция ( 2V )1 при длине пролета с соответствует 
реакции BR′  = 

2
3
с
EJ  на схеме 3 таблицы 2. 

На рис. 19, а изображена опорная реакция 11r  во введенной дополнитель-
ной связи на узел 1 и опорная реакция 21r  во введенной дополнительной связи 
на узел 1. 
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Таким образом для схемы на рис. 19, а опорные реакции равны: 
 

( 0М )1 = 
l
EJ2 ,    ( 0H )1 = 

2
6
l
EJ ,    ( 2V )1 = 

2

3
с
EJ .                     (1.19) 

 

Неизвестными опорными реакциями для схемы на рис. 19, а остались реак-
ция ( 0V )1, опорная реакция 11r  во введенной дополнительной связи на узел 1 и 
опорная реакция 21r  во введенной дополнительной связи на узел 2. 

На рис. 19, б представлена схема плоской рамы с действующими на нее 
опорными реакциями при единичном угловом перемещении узла 1. Для опре-
деления опорной реакции ( 0V )1 воспользуемся уравнением равновесия для пло-
ской системы сил в виде равенства нулю суммы проекций сил на вертикальную 
ось (полагаем, что это ось у): 

 

∑ iY  = 0,   ( 2V )1 + ( 0V )1 = 0,   откуда   ( 0V )1 = – ( 2V )1 = – 
2

3
с
EJ .         (1.20) 

Для определения опорной реакции 11r  во введенной дополнительной связи 
на узел 1 можно рассмотреть либо условие равновесия плоской рамы, либо ус-
ловие равновесия узла 1. 

Из  условия равновесия плоской рамы в виде равенства нулю суммы мо-
ментов сил относительно точки  1 следует 

 

∑ )( iPM = 0,      – ( 0М )1 – 11r  + ( 0H )1 l⋅  + ( 2V )1 с⋅  = 0,       откуда 

 

11r  = ( 0H )1 l⋅  + ( 2V )1 с⋅  – ( 0М )1 = 
2

6
l
EJ l⋅  + 

2

3
с
EJ с⋅  – 

l
EJ2 , 

11r  = 
l
EJ4  + 

с
EJ3 .                                           (1.21) 

 

Если рассмотреть равновесие узла 1, то необходимо 
вырезать этот узел и представить расчетную схему узла с 
действующими моментами сил в прилегающих к узлу се-
чениях и опорной реакцией 11r  во введенной дополни-
тельной связи на узел 1 (рис. 20).  

При угловом перемещении узла условие его равнове-
сия следует рассматривать в виде равенства нулю суммы 
моментов сил, действующих на узел. Так как в прилегаю-

щих к узлу сечениях балок продольные и поперечные силы моментов не созда-
ют, то на рис. 20 продольные и поперечные силы изображать не будем, чтобы 
не загромождать рисунок. Итак, из условия равновесия в виде равенства нулю 
суммы моментов сил, действующих на узел, следует 

 

l
EJ4  + 

с
EJ3  – 11r  = 0, откуда     11r  = 

l
EJ4  + 

с
EJ3 .                  (1.22) 

Обратим внимание, что значения  11r , полученные по формулам (1.21) и 
(1.22), одинаковы. 

 
Рис. 20. Моменты 
сил в узле 1 при       

1z  = 1 
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Для определения опорной реакции 21r  во введенной дополнительной связи 
на узел 2 воспользуемся уравнением равновесия для плоской системы сил в ви-
де равенства нулю суммы проекций сил на горизонтальную ось (полагаем, что 
это ось х): 

 

∑ iХ  = 0,  21r  + ( 0H )1 = 0,         откуда          21r  = –  ( 0H )1 = – 
2

6
l
EJ , 

21r  = – 
2

6
l
EJ .                                             (1.23) 

Для построения эпюры изгибающего момента и определения опорных ре-
акций при единичном перемещении узла 2 (рис. 18, г) воспользуемся схемой 2 
для балки   0 – 1 из таблицы 2.  

 

                                                         

                                                              а)                                                                   б) 
Рис. 21. Эпюра изгибающего момента и опорные реакции при единичном перемещении      

дополнительной связи в узле 2: а) эпюра изгибающего момента и опорные реакции; 
б) опорные реакции 

 

На рис. 21, а представлена эпюра изгибающего момента 2М  при единич-
ном перемещении узла 2 ( 2z  = 1). Здесь же на схеме изображены опорные реак-
ции в жесткой заделке (узел 0) и в шарнирной опоре (узел 2) при единичном 
перемещении узла 2 ( 2z  = 1).  

Для балки 0 – 1 опорный момент ( 0М )2 соответствует моменту АМ ′  = 
2

6
l
EJ  

на схеме 2 таблицы 2 ( bal += ), опорная реакция ( 0H )2 соответствует реакции 

АR′  =  3
12

l
EJ  на схеме 2 таблицы 2. Для опорных реакций ( 0М )2, ( 0H )2 первый 

индекс обозначает узел, где возникает реакция. Второй индекс обозначает, что 
опорная реакция вызвана единичным перемещением узла 2.  

На рис. 21, а изображена опорная реакция 12r  во введенной дополнитель-
ной связи на узел 1 и опорная реакция 22r  во введенной дополнительной связи 
на узел 2. 

Таким образом для схемы на рис. 21, а опорные реакции равны: 
 

( 0М )2 = 
2

6
l
EJ ,    ( 0H )2 = 

3
12

l
EJ .                                 (1.24) 
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Неизвестными опорными реакциями для схемы на рис. 21, а остались 
опорная реакция 12r  во введенной дополнительной связи на узел 1 и опорная 
реакция 22r  во введенной дополнительной связи на узел 2. 

На рис. 21, б представлена схема плоской рамы с действующими на нее 
опорными реакциями при единичном линейном перемещении узла 2. Для опре-
деления опорной реакции 22r  воспользуемся уравнением равновесия для пло-
ской системы сил в виде равенства нулю суммы проекций сил на горизонталь-
ную ось (полагаем, что это ось х): 

 

∑ iХ  = 0,  22r  – ( 0H )2 = 0,         откуда          22r  =  ( 0H )2 = 
3

12
l
EJ , 

22r  =  
3

12
l
EJ .                                             (1.25) 

 

Для определения опорной реакции 12r  во введенной дополнительной связи 
на узел 1 при единичном перемещении узла 2 ( 2z  = 1) можно рассмотреть либо 
условие равновесия плоской рамы, либо условие равновесия узла 1. 

Если рассмотреть равновесие узла 1, то необходимо 
вырезать этот узел и представить расчетную схему узла с 
действующими моментами сил в прилегающих к узлу се-
чениях и опорной реакцией 12r  во введенной дополнитель-
ной связи на узел 1 (рис. 22).  

Из условия равновесия в виде равенства нулю суммы 
моментов сил, действующих на узел 1, следует 

 

– 12r – 
2

6
l
EJ    = 0,   откуда     12r  = – 

2

6
l
EJ .                  (1.26) 

 

Обратим внимание, что значения  12r  и 21r , полученные по формулам (1.26) 
и (1.23), одинаковы. 

Для построения эпюры изгибающего момента и определения опорных ре-
акций при действии на раму нагрузки (рис. 18, б) воспользуемся схемой 1 для 
балки   0 – 1 и схемой 4 для балки 1 – 2 из таблицы 1. 

На рис. 23, а представлена эпюра изгибающего момента Мр в поперечных 
сечениях балок 0 – 1 и 1 – 2 от нагрузки. Здесь же на схеме изображены опор-
ные реакции в жесткой заделке (узел 0) и в шарнирной опоре (узел 2) при дей-
ствии на балки 0 – 1 и 1 – 2  нагрузки. 

Для балки 0 – 1 опорный момент М0р соответствует моменту МА = Pl·u v2               
на схеме 1 таблицы 1, реакция р0H  соответствует опорной реакции                
RA = Pv2· (1 + 2u) на схеме 1 таблицы 1, реакция p2V  соответствует опорной ре-
акции RB = 3qс/8 на схеме 4 таблицы 1. Для опорных реакций М0р, 0H р, p2V  
первый индекс обозначает узел, где возникает реакция. Второй индекс обозна-
чает, что опорная реакция вызвана нагрузкой.  

 
Рис. 22. Моменты 
сил в узле 1 при      

2z  = 1 
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                                                                               а)                                                                               б) 
 

Рис. 23. Эпюра изгибающего момента и опорные реакции при действии на раму нагрузки:           
а) эпюра изгибающего момента и опорные реакции; б) действующая нагрузка и 
опорные реакции 

 

На рис. 23, а изображены реакция p1R  во введенной дополнительной связи 
на узел 1 и реакция p2R  во введенной дополнительной связи на узел 2. 

Таким образом для схемы на рис. 23, а опорные реакции равны: 
 

М0р = Pl·u v2,   р0H  =  Pv2· (1 + 2u),   p2V  = 3qс/8.               (1.27) 
 

Неизвестными опорными реакциями для схемы на рис. 23, а остались реакция  
p0V , опорная реакция p1R  во введенной дополнительной связи на узел 1 и реак-

ция p2R  во введенной дополнительной связи на узел 2. 
На рис. 23, б представлена схема плоской рамы с действующими на нее на-

грузкой и опорными реакциями. Для определения опорной реакции 0V р вос-
пользуемся уравнением равновесия для плоской системы сил в виде равенства 
нулю суммы проекций сил на вертикальную ось (полагаем, что это ось у): 

 

∑ iY  = 0,   2V р + 0V р – cq ⋅  = 0,  откуда   0V р = cq ⋅ – 2V р = cq ⋅ – 3qс/8, 

 

0V р = cq ⋅
8
5

.                                            (1.28) 

Для определения опорной реакции p2R  во введенной дополнительной свя-
зи на узел 2 воспользуемся уравнением равновесия для плоской системы сил в 
виде равенства нулю суммы проекций сил на горизонтальную ось (полагаем, 
что это ось х): 

∑ iХ  = 0,  p2R  – р0H  + Р  = 0,         откуда  p2R  = р0H  – Р. 

Учитывая, что из (1.27) р0H  =  Pv2· (1 + 2u), получим 

 

p2R  = Pv2· (1 + 2u) – Р = Р[v2· (1 + 2u) – 1]. 
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Данное равенство преобразуется к виду 
p2R  = – Р )21(2 vu + .                                           (1.29) 

 

Для определения опорной реакции p1R  во введенной дополнительной связи 
на узел 1 можно рассмотреть либо условие равновесия плоской рамы, либо ус-
ловие равновесия узла 1. 

Более предпочтительным для определения p1R  яв-
ляется подход, связанный с рассмотрением условия 
равновесия узла 1. Если рассмотреть равновесие узла 1, 
то необходимо вырезать этот узел и представить рас-
четную схему узла с действующими моментами сил в 
прилегающих к узлу сечениях и опорной реакцией p1R  
во введенной дополнительной связи на узел 1 (рис. 24).  

При угловом перемещении узла условие его равно-
весия следует рассматривать в виде равенства нулю 

суммы моментов сил, действующих на узел. Так как в прилегающих к узлу се-
чениях балок продольные и поперечные силы моментов не создают, то на      
рис. 24 продольные и поперечные силы изображать не будем, чтобы не загро-
мождать рисунок.  

Итак, из условия равновесия в виде равенства нулю суммы моментов сил, 
действующих на узел, следует 

 

2
2

8
1 cq

l
aPb ⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ – p1R  = 0, откуда  p1R  = 2

2

8
1 cq

l
aPb ⋅−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . 

 

Если учесть, что vlb = ,   u
l
a
= ,   то        

p1R  = 22

8
1 cquvPl ⋅−⋅⋅ .                               (1.30)   

Для рассматриваемой плоской рамы каноническое уравнение метода пере-
мещений имеет вид (1.8): 
 

111 zr ⋅  + 212 zr ⋅  + R1р = 0, 
 

121 zr ⋅  + 222 zr ⋅  + R2р = 0. 
 

Решение системы двух уравнений с двумя неизвестными z1 и z2 имеет вид 
 

z1 = 
2211

2
12

p212p122

rrr
RrRr

⋅−

⋅−⋅
,        z2 = 

2211
2

12

p112p211

rrr
RrRr

⋅−

⋅−⋅
.                   (1.31) 

 

Систему уравнений большей размерности (три и более) можно решать мат-
ричным методом. Например, система трех уравнений в матричном виде 

 
 

Рис. 24. Моменты сил  
в узле 1 при действии   
нагрузки 
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Rzr =⋅ ,   

                                

где                   r = 

333231

232221

131211

rrr
rrr
rrr

,               z = 

3

2

1

z
z
z

 ,                R = 

p3

p2

p1

R

R

R

−

−

−

, 

 

r –  матрица жесткостей,  z  –  матрица неизвестных перемещений,   R –  матри-
ца грузовых реакций во введенных дополнительных связей в узлах. 

Решение матричного уравнения 

Rrz 1 ⋅= − , 
 

где 1r−  – обратная матрица для матрицы  r. 
 

1.6. Определение внутренних силовых факторов в поперечных              
сечениях стержневых участков заданной системы 

 

Если нагружение происходит в плоскости ху − , то в поперечных сечениях 
стержневых участков заданной статически неопределимой плоской рамы опре-
деляются продольные силы N , поперечные силы уQ  и изгибающие моменты 

zM . Последовательность их расчета изложим на примере плоских рам, рас-
смотренных выше. 

1.6.1. Плоская рама, степень кинематической неопределимости которой 
равна единице 

Рассмотрим, плоскую раму, схема которой изображена на рис. 25, а. Рама 
имеет всего один жесткий узел. На рис. 25, а этот узел обозначен как узел 1.  

                                         
                     а)                                                              б)                                         в) 

Рис. 25. Плоская рама с одной степенью кинематической неопределимости: а) заданная 
система;  б) основная система; в) схема единичного углового перемещения вве-
денной дополнительной связи  

 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 1 + 0 = 1. 
 

На жесткий узел наложим связь типа жесткого защемления (рис. 25, б), по-
вернув эту связь на неизвестный пока угол z1. В результате получим основную 
систему метода перемещений (рис. 25, б), состоящую из двух однопролетных 
балок. Балка 0 – 1 представляет однопролетную балку с жесткими заделками, 
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балка 1 – 2 представляет однопролетную балку с жесткой заделкой и шарнир-
ной опорой. 

На рис. 26 представлены эпюры изгибающих моментов в поперечных се-
чениях рамы при единичном угловом перемещении узла 1 ( 1z =1) и от нагрузки. 
Здесь же изображены опорные реакции в узлах рамы, включая и моменты 11r  и 

p1R  во введенной дополнительной связи на узел 1. 

            
                                             а)                                                                        б) 
Рис. 26. Эпюры изгибающего момента и опорные реакции: а) эпюры изгибающего момента и 

опорные реакции при единичном угловом перемещении узла 1 ( 1z =1);  б) эпюры                
изгибающего момента и опорные реакции при действии нагрузки 

 
Опорные реакции для рассматриваемой схемы нагружения плоской рамы 

(рис. 25, б) ранее в разделе 1.5.1 нами были уже определены: 
 при единичном угловом перемещении узла 1 ( 1z =1) по формулам (1.9), (1.10)          
и (1.12) 
 

( 0М )1 = 
l
EJ2 ,    ( 0H )1 = 

2
6
l
EJ ,    (Н2)1 = 

2
6
l
EJ ,    ( 2V )1 = 

2

3
с
EJ ,     

( 0V )1 = – ( 2V )1 = – 
2

3
с
EJ ,   11r  = 

l
EJ4  + 

с
EJ3 ; 

 

при действии на плоскую раму нагрузки по формулам (1.13), (1.14) и (1.17) 
 

М0р = Pl·u v2,      р0H  = = Pv2· (1 + 2u),      Н2р = Pu2· (1 + 2v),                                   

p2V  = 3qс/8,      p0V  = 5qс/8,        p1R  = 22

8
1 cquvPl ⋅−⋅⋅ .   

Для рассматриваемой схемы нагружения плоской рамы по формуле (1.18) 
определяем действительное угловое перемещение узла 1 

 

11

p1
1 r

R
z −=  = – ( 22

8
1 cquvPl ⋅−⋅⋅ )/(

l
EJ4  + 

с
EJ3 ). 

 

Действительные значения опорных реакций при угловом перемещении уз-
ла 1, равным  1z , определяются как 
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( 0М )1 1z⋅  = 
l
EJ2

1z⋅ ,    ( 0H )1 1z⋅  = 
2

6
l
EJ

1z⋅ ,    (Н2)1 1z⋅ = 
2

6
l
EJ

1z⋅ ,    

 ( 2V )1 1z⋅ = 
2

3
с
EJ

1z⋅ ,      ( 0V )1 1z⋅  = – 
2

3
с
EJ

1z⋅ ,     11r 1z⋅  = (
l
EJ4  + 

с
EJ3 ) 1z⋅ . 

 

На рис. 27, а представим заданную расчетную схему плоской рамы.           
На рис. 27, б изобразим нагрузку и опорные реакции в узлах 0 и 2. 

                  
                                                    а)                                                            б) 
Рис. 27. Схемы плоской рамы: а) заданная схема;  б) заданная схема с опорными реакциями 

 

Действительные значения опорных реакций M0, H0, V0, H2, V2 (рис. 27, б) 
складываются из опорных реакций, возникающих при угловом перемещении 
узла 1 равным  1z  и  опорных реакций от действующей нагрузки. При сложении 
учитываем направления опорных реакций от единичного перемещения 1z , а 
также от действующей нагрузки (рис. 26). За положительное направление для 
каждой реакции примем направление соответствующей опорной реакции от 
действующей нагрузки.  

Действительные значения опорных реакций  определяются как 
 

М0 = М0р – ( 0М )1 1z⋅ ,   0H  = р0H  – ( 0H )1 1z⋅ ,    0V  = p0V  + ( 0V )1 1z⋅ , 

 

Н2 = Н2р + (Н2)1 1z⋅ ,    2V  = p2V  + ( 2V )1 1z⋅ . 
 

Зная заданную нагрузку и опорные реакции, традиционным способом оп-
ределяем внутренние силовые факторы в поперечных сечениях стержневых 
участков плоской рамы.  

Продольная сила в поперечных сечениях плоской рамы определяется как 
 

N  = – 0V ,    ax ≤≤ 10 ;       N  = – 0V ,    bx ≤≤ 20 ;   N  = – Н2,    cx ≤≤ 30 , 
 

где х1,  х2,  х3  – координаты поперечных сечений на участках a,  b и  c (положе-
ние сечения определяется от начала соответствующего участка). 

Поперечная сила в поперечных сечениях плоской рамы определяется как 
 

yQ  = Н0,   ax ≤≤ 10 ;    yQ  = Н0 – Р,   bx ≤≤ 20 ;   yQ  =  0V  – 3xq ⋅ ,   cx ≤≤ 30 . 
 

Изгибающий момент в поперечных сечениях плоской рамы определяется 
как 

100 xHMM z ⋅+−= ,  ax ≤≤ 10 ;  2200 )( xPxaHMM z ⋅−+⋅+−= , bx ≤≤ 20 , 
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2
332 )(

2
1)( xcqxcVM z −−−⋅= ,     cx ≤≤ 30 . 

Изгибающий момент в поперечных сечениях плоской рамы можно также 
определить, складывая значения 

pz MzMM +⋅= 11 . 

1.6.2. Плоская рама, степень кинематической неопределимости которой 
равна двум 

Рассмотрим, плоскую раму, схема которой изображена на рис. 29, а. Рама 
имеет один жесткий узел 1 и шарнирно-подвижную опору (узел 2). Число неиз-
вестных угловых перемещений nу = 1. Так как линейные перемещения узла воз-
никают из-за изгибных деформаций в стержневой системе, то, пренебрегая про-
дольными деформациями, можно считать, что линейные перемещения узлов 1      
и 2 одинаковы,  т. е. неизвестных линейных перемещений узлов nл = 1. 

 

                                                 
                                             а)                                                              б)       

           

                
                                       в)                                                             г) 
 

Рис. 28. Плоская рама, степень кинематической неопределимости которой равна двум:     
а) заданная система;  б) основная система; в) схема единичного углового переме-
щения введенной дополнительной связи в узел 1; г) схема единичного линейного 
перемещения введенной дополнительной связи в узел 2 

 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 1 + 1 = 2. 
 

На жесткий узел наложим связь типа жесткого защемления (рис. 28, б), по-
вернув эту связь на неизвестный пока угол z1. В узел 2 введем дополнительную 
связь, ограничивающую линейные перемещения узлов 1 и 2. Дадим этой связи 
неизвестное пока линейное перемещение 2z . В результате получим основную 
систему метода перемещений (рис. 28, б), состоящую из двух однопролетных 
балок. Балка 0 – 1 представляет однопролетную балку с жесткими заделками, 
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балка 1 – 2 представляет однопролетную балку с жесткой заделкой и шарнир-
ной опорой. 

На рис. 29 представлены эпюры изгибающих моментов в поперечных се-
чениях рамы при единичном угловом перемещении узла 1 ( 1z =1), при единич-
ном линейном перемещении узла 2 ( 2z =1) и от нагрузки. Здесь же изображены 
опорные реакции в узлах рамы, включая моменты 11r , 12r  и p1R  во введенной 
дополнительной связи на узел 1, а также опорные реакции 21r , 22r  и p2R  во вве-
денной дополнительной связи на узел 2. 

                           
                             а)                                                                                         б) 

 
в) 

Рис. 29. Эпюры изгибающего момента и опорные реакции: а) эпюры изгибающего момента и 
опорные реакции при единичном угловом перемещении узла 1 ( 1z =1); б) эпюры изги-
бающего момента и опорные реакции при единичном линейном перемещении узла 2 
( 2z =1);   в) эпюры изгибающего момента и опорные реакции при действии нагрузки 

 

Опорные реакции для рассматриваемой схемы нагружения плоской рамы 
(рис. 28, б) ранее в разделе 1.5.2 нами были уже определены: 
при единичном угловом перемещении узла 1 ( 1z =1) по формулам (1.19), (1.20), 
(1.22) и (1.23) 
 

( 0М )1 = 
l
EJ2 ,       ( 0H )1 = 

2
6
l
EJ ,        ( 2V )1 = 

2

3
с
EJ ,     

 

( 0V )1 = – ( 2V )1 = – 
2

3
с
EJ ,     11r  = 

l
EJ4  + 

с
EJ3 ,       r21 = – 

2
6
l
EJ ;    
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при единичном линейном перемещении узла 2 ( 2z =1) по формулам (1.24), 
(1.25),  и (1.26) 

 

( 0М )2 = 
2

6
l
EJ ,      ( 0H )2 = 

3
12

l
EJ ,      22r  =  

3
12

l
EJ ,     12r  = – 

2

6
l
EJ ; 

 

при действии на плоскую раму нагрузки по формулам (1.27), (1.28), (1.29) и 
(1.30) 
 

М0р = Pl·u v2,       р0H  = = Pv2· (1 + 2u),        p2V  = 3qс/8,         p0V  = 5qс/8,                   

R2р = – Pu2· (1 + 2v),            p1R  = 22

8
1 cquvPl ⋅−⋅⋅ .   

Для рассматриваемой схемы нагружения плоской рамы по формулам (1.31) 
определяем действительное угловое перемещение узла 1 и действительное ли-
нейное перемещение узла 2: 

 

z1 = 
2211

2
12

p212p122

rrr
RrRr

⋅−

⋅−⋅
,        z2 = 

2211
2

12

p112p211

rrr
RrRr

⋅−

⋅−⋅
. 

 

Действительные значения опорных реакций при угловом перемещении уз-
ла 1, равным  1z , определяются как 

 

( 0М )1 1z⋅  = 
l
EJ2

1z⋅ ,    ( 0H )1 1z⋅  = 
2

6
l
EJ

1z⋅ ,    r21 1z⋅ = – 
2

6
l
EJ

1z⋅ ,  

   
 ( 2V )1 1z⋅ = 

2

3
с
EJ

1z⋅ ,      ( 0V )1 1z⋅  = – 
2

3
с
EJ

1z⋅ ,     11r 1z⋅  = (
l
EJ4  + 

с
EJ3 ) 1z⋅ . 

 

Действительные значения опорных реакций при линейном перемещении 
узла 2, равным  2z , определяются как 

( 0М )2 2z⋅  = 
2

6
l
EJ

2z⋅ ,                  ( 0H )2 2z⋅  = 
3

12
l
EJ

2z⋅ ,    

22r 2z⋅  =  
3

12
l
EJ

2z⋅ ,                    12r 2z⋅  = – 
2

6
l
EJ

2z⋅ . 

На рис. 30, а представим заданную расчетную схему плоской рамы.           
На рис. 30, б изобразим нагрузку и опорные реакции в узлах 0 и 2. 

                  
                                                    а)                                                            б) 
 

Рис. 30. Схемы плоской рамы: а) заданная схема;  б) заданная схема с опорными реакциями 
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Действительные значения опорных реакций складываются из опорных ре-
акций, возникающих при угловом перемещении узла 1 равным  1z , из опорных 
реакций, возникающих при линейном перемещении узла 2 равным  2z , и  опор-
ных реакций от действующей нагрузки. При сложении учитываем направления 
опорных реакций от единичных перемещений 1z  и 2z , а также от действующей 
нагрузки (рис. 31). За положительное направление для каждой реакции примем 
направление соответствующей опорной реакции от действующей нагрузки.  

             
                             а)                                              б)                                               в) 
 

Рис. 31. Схемы опорных реакций в узлах рамы при различных нагружениях: а) схема опор-
ных реакций при единичном угловом перемещении узла 1;  б) схема опорных реакций при 

единичном линейном перемещении узла 2;  в) схема опорных реакций от нагрузки 
 

Действительные значения опорных реакций для схемы нагружения пло-
ской рамы, представленной на рис. 30, б, могут быть найдены из выражений 

 

М0 = М0р – ( 0М )1 1z⋅  + ( 0М )2 2z⋅ ,          0H  = р0H  – ( 0H )1 1z⋅  + ( 0H )2 2z⋅ ,  

 

              0V  = p0V  + ( 0V )1 1z⋅ ,      2V  = p2V + ( 2V )1 1z⋅ . 

 

Зная заданную нагрузку и опорные реакции, традиционным способом оп-
ределяем внутренние силовые факторы в поперечных сечениях стержневых 
участков плоской рамы, схема нагружения которой изображена на рис. 30, б.  

Продольная сила в поперечных сечениях плоской рамы определяется как 
 

N  = – 0V ,    ax ≤≤ 10 ;       N  = – 0V ,    bx ≤≤ 20 ;   N  = 0,    cx ≤≤ 30 , 
 

где х1,  х2,  х3  – координаты поперечных сечений на участках a,  b и  c (положе-
ние сечения определяется от начала соответствующего участка). 

Поперечная сила в поперечных сечениях плоской рамы определяется как 
 

yQ  = Н0,   ax ≤≤ 10 ;    yQ  = Н0 – Р,   bx ≤≤ 20 ;   yQ  =  0V  – 3xq ⋅ ,   cx ≤≤ 30 . 
 

Изгибающий момент в поперечных сечениях плоской рамы определяется 
как 

100 xHMM z ⋅+−= ,  ax ≤≤ 10 ;  2200 )( xPxaHMM z ⋅−+⋅+−= , bx ≤≤ 20 , 

2
332 )(

2
1)( xcqxcVM z −−−⋅= ,     cx ≤≤ 30 . 
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Изгибающий момент в поперечных сечениях плоской рамы можно также 
определить, складывая значения 

 

pz MzMzMM +⋅+⋅= 2211 . 
 

2. ПРИМЕР РАСЧЕТА СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМОЙ          
ПЛОСКОЙ РАМЫ МЕТОДОМ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 

 

Техническое задание 
 

Для заданной статически неопределимой 
плоской рамы, схема нагружения которой приве-
дена на рис. 32, требуется: 
     1. Определить степень кинематической неоп-
ределимости заданной системы. 
     2. Построить основную систему. 
     3. Определить опорные реакции при единич-

ных перемещениях дополнительно введенных в узлы связей. 
     4. Определить опорные реакции от нагрузки. 
     5. Определить действительные перемещения узлов, на которые были нало-
жены дополнительные связи. 
     6. Определить действительные значения опорных реакций в заданной стерж-
невой системе. 
     7. Определить внутренние силовые факторы (продольные силы, поперечные 
силы, изгибающие моменты) в поперечных сечениях стержневых участков пло-
ской рамы и построить их эпюры.      
     8. Произвести проверку решения. 

Исходные данные: сила Р = 20 кН, интенсивность распределенных сил          
q = 20 кН/м, длина участков а = 1м,  b  = 1м,  с = 2 м. 

 
Решение 

 

2.1. Определение степени кинематической неопределимости 
 

Рассмотрим, плоскую раму, схема которой изображена на рис. 32. Рама 
имеет один жесткий узел 1 и шарнирно-подвижную опору (узел 2). Жесткий 
узел 1 может иметь угловое и линейное перемещения. Узел 2 может иметь лишь 
линейное перемещение, равное линейному перемещению узла 1. 

Число неизвестных угловых перемещений nу = 1. Так как линейные пере-
мещения узла возникают из-за изгибных деформаций в стержневой системе, то, 
пренебрегая продольными деформациями, можно считать, что линейные пере-
мещения узлов 1 и 2 одинаковы,  т. е. неизвестных линейных перемещений уз-
лов nл = 1. 

Степень кинематической неопределимости стержневой системы равна 
 

n = nу + nл  = 1 + 1 = 2. 

 
Рис. 32. Заданная система 
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2.2. Построение основной системы 
 

На жесткий узел 1 наложим дополнительную 
связь типа жесткого защемления (рис. 33), повернув 
эту связь на неизвестный пока угол z1. В узел 2 вве-
дем дополнительную связь, ограничивающую ли-
нейные перемещения узлов 1 и 2. Дадим этой связи 
неизвестное пока линейное перемещение 2z . В ре-
зультате получим основную систему метода пере-
мещений (рис. 33), состоящую из двух однопролет-
ных балок. Балка 0 – 1 представляет однопролетную балку с жесткими заделка-
ми, балка 1 – 2 представляет однопролетную балку с жесткой заделкой и шар-
нирной опорой. 

  
2.3. Определение опорных реакций и изгибающего момента при         

единичном угловом перемещении дополнительной связи в узле 1          
и единичном линейном перемещении дополнительной связи в узле 2 

 

Для построения эпюры изгибающего момента и определения опорных ре-
акций при единичном угловом перемещении дополнительной связи в узле 1 
(рис. 34, а) воспользуемся схемой 8 для балки   0 – 1 и схемой 3 для балки 1 – 2 
из таблицы 2.  

На рис. 34, б представлена эпюра изгибающего момента 1М  при единич-
ном угловом перемещении дополнительной связи в узле 1 ( 1z  = 1). Здесь же на 
схеме изображены опорные реакции в жесткой заделке (узел 0) и в шарнирной 
опоре (узел 2) при единичном перемещении узла 1 ( 1z  = 1), в том числе и опор-
ные реакции  11r  и 21r  в дополнительных связях в узле 1 и в узле 2. 

                  
                                          а)                                                                        б) 

Рис. 34. Основная схема и эпюра изгибающего момента при 1z =1: 

 а) схема поворота  связи в узле 1 на угол 1z =1;  б) эпюра изгибающего 

момента и опорные реакции при 1z =1 
 

Процедура определения опорных реакций для рассматриваемой схемы         
нагружения плоской рамы (рис. 34, а) ранее в разделе 1.5.2 подробно описана. 

 
Рис. 33. Основная система 
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При единичном угловом перемещении узла 1 ( 1z =1) по формулам (1.19), 
(1.20), (1.22) и (1.23) с учетом, что по исходным данным bal +=  = 2 м, c  = 2 
м, имеем 

 

( 0М )1 = 
l
EJ2  = EJ,       ( 0H )1 = 

2
6
l
EJ  = 1,5EJ;       ( 2V )1 = 

2

3
с
EJ  = 0,75EJ;   

   

( 0V )1 = – 
2

3
с
EJ  = – 0,75EJ;             11r  = 

l
EJ4  + 

с
EJ3  =  3,5EJ;   

  

 r21 = – 
2

6
l
EJ  = – 1,5EJ. 

Для построения эпюры изгибающего момента и определения опорных ре-
акций при единичном линейном перемещении дополнительной связи в узле 2 
(рис. 35, а) воспользуемся схемой 2 для балки   0 – 1 из таблицы 2. 

 

                                                                 

                                                                       а)                                                                                 б) 
Рис. 35. Основная схема и эпюра изгибающего момента при 2z =1: а) схема линейного пере-

мещения узлов 2 и 1 при перемещении дополнительной связи 2z =1; б) эпюра изгибающего 

момента и опорные реакции при единичном линейном перемещении узлов 2 и 1 ( 2z =1) 
 

На рис. 35, б представлена эпюра изгибающего момента 2М  при единич-
ном линейном перемещении дополнительной связи в узле 2 ( 2z  = 1). Здесь же 
на схеме изображены опорные реакции в жесткой заделке (узел 0) и в шарнир-
ной опоре (узел 2) при 2z  = 1, в том числе и опорные реакции  12r  и 22r  в до-
полнительных связях в узле 1 и в узле 2. 

Процедура определения опорных реакций для рассматриваемой схемы на-
гружения плоской рамы (рис. 35, а) ранее в разделе 1.5.2 подробно описана. 

При единичном линейном перемещении узла 2 ( 2z =1) по формулам (1.24), 
(1.25) и (1.26) с учетом, что по исходным данным bal +=  = 2 м, c  = 2 м,          
имеем 

 

( 0М )2 = 
2

6
l
EJ  = 1,5 EJ;                  ( 0H )2 = 

3
12

l
EJ  = 1,5EJ; 

 

22r  =  
3

12
l
EJ  = 1,5 EJ;                       12r  = – 

2

6
l
EJ  = – 1,5EJ. 
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2.4. Определение опорных реакций и изгибающего момента                   
от нагрузки 

 

Для построения эпюры изгибающего момента и определения опорных ре-
акций при действии на раму нагрузки (рис. 36, а) воспользуемся схемой 1 для 
балки   0 – 1 и схемой 4 для балки 1 – 2 из таблицы 1. 

На рис. 36, б представлена эпюра изгибающего момента Мр в поперечных 
сечениях балок 0 – 1 и 1 – 2 от нагрузки. Здесь же на схеме изображены опор-
ные реакции в жесткой заделке (узел 0) и в шарнирной опоре (узел 2) при дей-
ствии на балки 0 – 1 и 1 – 2  нагрузки. 

 

                      
                                      а)                                                                                 б) 

Рис. 36. Схема плоской рамы и эпюра изгибающего момента от нагрузки:                                 
а) основная система;  б) эпюра изгибающего момента и опорные реакции в узлах 

 
Процедура определения опорных реакций для рассматриваемой схемы на-

гружения плоской рамы (рис. 36, а) ранее в разделе 1.5.2 подробно описана. 
При действии на плоскую раму нагрузки по формулам (1.27), (1.28), (1.29) 

и (1.30) с учетом, что по исходным данным  а = 1 м,   b  = 1 м,   bal +=  = 2 м,   
c  = 2 м,  Р = 20 кН,   q = 20 кН/м,   lau /=  = 0, 5 м;  lbv /=  =  0, 5 м,  имеем 

 

М0р = Pl·u v2 = 25,05,0220 ⋅⋅⋅  = 5 кНм;   

 

р0H  =  Pv2· (1 + 2u) = )5,021(5,020 2 ⋅+⋅  = 10 кН; 
 

p2V  = 3qс/8 = 8/2203 ⋅⋅  = 15 кН;        p0V  = 5qс/8 = 8/2205 ⋅⋅  = 25 кН;                   
 

R2р = – Pu2· (1 + 2v) = – )5,021(5,020 2 ⋅+⋅  = – 10 кН;            
 

 p1R  = 22

8
1 cquvPl ⋅−⋅⋅  = 25,05,0220 ⋅⋅⋅  – 

8
220 2⋅

= – 5 кНм. 

 

2.5. Определение действительных перемещений z1 и z2 узлов 1 и 2 
Если в стержневую систему введены две дополнительные связи, то кано-

нические уравнения метода перемещений из системы (1.6) принимают вид (1.8) 
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111 zr ⋅  + 212 zr ⋅  + R1р = 0, 
 

121 zr ⋅  + 222 zr ⋅  + R2р = 0. 

 

Решение системы двух уравнений с двумя неизвестными z1 и z2 имеет вид 
 

z1 = 
2211

2
12

p212p122

rrr
RrRr

⋅−

⋅−⋅
 = 

EJ)5,15,35,1(
105,155,1

2 ⋅−
⋅−⋅−

 = 
EJ

5,7
, 

z2 = 
2211

2
12

p112p211

rrr
RrRr

⋅−

⋅−⋅
 = 

EJ)5,15,35,1(
55,1105,3

2 ⋅−
⋅−⋅−

 = 
EJ3

5,42
. 

 
2.6. Определение действительных значений опорных реакций                

в заданной стержневой системе 
 

Действительные значения опорных реакций при угловом перемещении уз-
ла 1, равным  1z , определяются как 

( 0М )1 1z⋅  = 
l
EJ2

1z⋅  = ⋅EJ
EJ

5,7
 = 7,5 кНм;     

( 0H )1 1z⋅  = 
2

6
l
EJ

1z⋅  = 1,5 ⋅EJ
EJ

5,7
 = 11,25 кН;    

 r21 1z⋅ = – 
2

6
l
EJ

1z⋅  = – 1,5 ⋅EJ  
EJ

5,7
 = – 11,25 кН; 

   ( 2V )1 1z⋅ = 
2

3
с
EJ

1z⋅  = 0,75 ⋅EJ  
EJ

5,7
 =  5,625 кН;     

( 0V )1 1z⋅  = – 
2

3
с
EJ

1z⋅  = – 0,75 ⋅EJ  
EJ

5,7
 = – 5,625 кН;        

11r 1z⋅  = (
l
EJ4  + 

с
EJ3 ) 1z⋅  = 3,5 ⋅EJ

EJ
5,7

 = 26,25 кНм. 

 

Действительные значения опорных реакций при линейном перемещении 
узла 2, равным  2z , определяются как 

( 0М )2 2z⋅  = 
2

6
l
EJ

2z⋅  = 1,5 ⋅EJ
EJ3

5,42
 = 21,25 кНм;                  

 ( 0H )2 2z⋅  = 
3

12
l
EJ

2z⋅  = 1,5 ⋅EJ
EJ3

5,42
 = 21,25 кН;                     

22r 2z⋅  =  
3

12
l
EJ

2z⋅  = 1,5 ⋅EJ
EJ3

5,42
 = 21,25 кН; 

       12r 2z⋅  = – 
2

6
l
EJ

2z⋅  = – 1,5 ⋅EJ
EJ3

5,42
 = – 21,25 кНм. 
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Значения опорных реакций от нагрузки 
М0р = Pl·u v2 = 25,05,0220 ⋅⋅⋅  = 5 кНм;   

 

р0H  =  Pv2· (1 + 2u) = )5,021(5,020 2 ⋅+⋅  = 10 кН; 
 

p2V  = 3qс/8 = 8/2203 ⋅⋅  = 15 кН;        p0V  = 5qс/8 = 8/2205 ⋅⋅  = 25 кН;                   
 

R2р = – Pu2· (1 + 2v) = – )5,021(5,020 2 ⋅+⋅  = – 10 кН;            

 p1R  = 22

8
1 cquvPl ⋅−⋅⋅  = 25,05,0220 ⋅⋅⋅  – 

8
220 2⋅

= – 5 кНм. 

Действительные значения опорных реакций складываются из опорных ре-
акций, возникающих при угловом перемещении узла 1 равным  1z , из опорных 
реакций, возникающих при линейном перемещении узла 2 равным  2z , и  опор-
ных реакций от действующей нагрузки. При сложении учитываем направления 
опорных реакций от единичных перемещений 1z  и 2z , а также от действующей 
нагрузки (рис. 37). За положительное направление для каждой реакции примем 
направление соответствующей опорной реакции от действующей нагрузки.  

                               

                     а)                                                    б)                                                      в) 
 

Рис. 37. Схемы опорных реакций в узлах рамы при различных нагружениях: а) схема опор-
ных реакций при единичном угловом перемещении узла 1;  б) схема опорных реакций при 

единичном линейном перемещении узла 2;  в) схема опорных реакций от нагрузки 
 

Действительные значения опорных реакций для 
схемы нагружения плоской рамы, представленной на 
рис. 38, могут быть найдены из выражений 

 

М0 = М0р – ( 0М )1 1z⋅  + ( 0М )2 2z⋅  =  

 

                         = 5 – 7,5 + 21,25 = 18,75 кНм;           
 

0H  = р0H  – ( 0H )1 1z⋅  + ( 0H )2 2z⋅  =  

 

                                            = 10 – 11,25 + 21,25 = 20 кН;  
 

                   0V  = p0V  + ( 0V )1 1z⋅  = 25  – 5,625 = 19,375 кН; 

                   2V  = p2V + ( 2V )1 1z⋅  = 15 + 5,625 = 20,625 кН. 

 
Рис. 38. Схема нагружения 
             и опорные реакции 
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2.7. Определение внутренних силовых факторов в поперечных          
сечениях плоской рамы 

 

Представим заданную расчетную схему плоской рамы (рис. 39, а).                
На  рис. 39, б изобразим нагрузку и опорные реакции в узлах 0 и 2. 

                  
                                                    а)                                                            б) 
 

Рис. 39. Схемы плоской рамы: а) заданная схема;  б) заданная схема с опорными реакциями 
 

Зная заданную нагрузку и опорные реакции, традиционным способом оп-
ределяем внутренние силовые факторы в поперечных сечениях стержневых 
участков плоской рамы.  

Продольная сила в поперечных сечениях плоской рамы определяется как 
 

N  = – 0V  = – 19,375 кН,    ax ≤≤ 10 ;       N  = – 0V  = – 19,375 кН,    bx ≤≤ 20 ;    

 

N  = 0,    cx ≤≤ 30 , 
 

где х1,  х2,  х3  – координаты поперечных сечений на участках a,  b и  c (положе-
ние сечения определяется от начала соответствующего участка). 

Поперечная сила в поперечных сечениях плоской рамы определяется как 
 

yQ  = Н0 = 20 кН,   ax ≤≤ 10 ;    yQ  = Н0 – Р = 20 – 20 = 0,   bx ≤≤ 20 ; 

  

yQ  =  0V  – 3xq ⋅  = 19,375 – 20·х3,   cx ≤≤ 30 ; 

 

yQ  = 19,375 кН   при  х3 = 0;    yQ  = – 20,625 кН   при  х3 = с = 2 м. 
 

Изгибающий момент в поперечных сечениях плоской рамы определяется 
как 

100 xHMM z ⋅+−=  = – 18,75 + 20·х1,  ax ≤≤ 10 ;  

 

Mz = – 18,75 кНм  при  х1 = 0;  Mz = 1,25 кНм  при  х1 = а = 1м; 
 

2200 )( xPxaHMM z ⋅−+⋅+−=  = – 18,75 + 20·(1 + х2) – 20·х2,   bx ≤≤ 20 ; 

 

Mz = 1,25 кНм,     bx ≤≤ 20 ; 

2
332 )(

2
1)( xcqxcVM z −−−⋅=  = 20,625·(2 –  х3) – 2

3 )2(20
2
1 х−⋅ ,    cx ≤≤ 30 ; 

 

Mz = 1,25 кНм  при  х3 = 0;   Mz = 10,625 кНм  при  х3 = 1м;  Mz = 0 при х3 = 2 м. 
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Эпюры внутренних силовых факторов в поперечных сечениях плоской         
рамы представлены на рис. 40. 

                  
                          а)                                                          б)                                                            в) 

Рис. 40. Эпюры внутренних силовых факторов: а) эпюра продольной силы N;  б) эпюра           
поперечной силы  Qy ;  в) эпюра изгибающего момента  Mz 

 
2.8. Проверка решения 
Выполним статическую проверку, рассмотрев 

равновесие системы сил, действующих на плоскую 
раму, включая и опорные реакции. Схема нагруже-
ния рамы представлена на рис. 41. 

Для плоской системы сил можем записать сле-
дующие уравнения равновесия: 
- сумма проекций сил на горизонтальную ось (пола-
гаем, что это ось х) равна нулю 
 

∑ iX  = 0,   Р – Н0 = 0,  20 – 20 = 0; 
 

- сумма проекций сил на вертикальную ось (полагаем, что это ось у) равна нулю 
 

∑ iY  = 0,      0V  + 2V  – q·с = 0,    19,375 + 20,625 – 20·2 = 0,   40 – 40 = 0; 
 

- сумма моментов сил относительно точки 0 равна нулю 
 

∑ = 0)(0 iPM ,   М0 – Р·а – 2/2qc  + cV ⋅2  = 0,    
 

18,75 – 20·1 – 20·22/2 + 20,625·2 = 0,    18,75 – 20 – 40 +41,25 = 0,    60 – 60 = 0. 
 

Можно рассмотреть равновесие узла 1. Для этого вы-
режем узел 1 и в прилегающих сечениях приложим внут-
ренние силы (рис. 42). Рассмотрим равновесие сил, про-
ецируя их на вертикальную ось: 

 

∑ iY  = 0,    19, 375 – 19,375 = 0. 
 
Рассмотрим условие равновесия в виде суммы момен-

тов сил относительно точки 1: 
 

∑ iM  = 0,     1,25 – 1,25 = 0. 
 

Условия равновесия выполняются. 

 
Рис. 41. Схема нагружения 
рамы и опорные реакции 

 
Рис. 42. Схема сил 

в прилегающих 
сечениях узла 1 



 46 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

Данные методические указания посвящены изложению одного из методов 
расчета статически неопределимых стержневых систем – метода перемещений. 
Материал знакомит читателя с особенностями кинематического анализа стерж-
невой системы и построения основной системы метода перемещений.  

Приведены табличные данные о различных схемах нагружения однопро-
летных статически неопределимых балок и соответствующие этим нагружени-
ям эпюры изгибающих моментов и опорные реакции. Следует отметить, что 
представленные в методических указаниях табличные данные о различных 
схемах нагружения однопролетных статически неопределимых балок содержат 
более полную информацию, чем имеющиеся сведения в учебной литературе. 

Приведены канонические уравнения метода перемещений, изложена по-
следовательность определения коэффициентов и свободных членов канониче-
ских уравнений. Последовательность определения коэффициентов и свободных 
членов канонических уравнений показана на примерах анализа плоских рам.  

Представлена процедура решения канонических уравнений и перехода к 
определению внутренних силовых факторов в поперечных сечения стержневых 
участков плоской рамы. 

В работе дан пример расчета статически неопределимой плоской рамы ме-
тодом перемещений, начиная от формулировки задания с последовательным 
изложением всех этапов расчета. 

Подробное изложение материала направлено на представление читателю 
более полной информации при самостоятельной работе по теме. 

В приложении даны расчетные схемы статически неопределимых плоских 
рам, которые могут быть использованы для выдачи контрольных заданий. 
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